Lecon 241 : Suites et séries de fonctions. Exemples et
contrexemples.
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Soit X un ensemble non vide quelconque et (E,||.||) un K-espace vectoriel normé avec
K =R ou C.

1 Convergence des suites et séries de fonctions

1.1

Définition 1 : Soit (f,) une suite d’applications de X dans F, et f une application
de X dans E. On dit que (f,) converge simplement vers f sur X si, pour chaque
x € X, la suite (f,(x)) converge dans F vers f(z). On dit alors que f est la limite
C.8
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Convergence simple

simple noté f,

Ezemple 2 : La suites des fonctions f, : « € [0,1] — 2™ converge simplement
vers la fonctions f : 2 € [0,1[— 0 et f(1) = 1. On observe sur cet exemple que toutes
les fonctions f,, sont de classe C* sur [0, 1] alors que f n’est méme pas continue.

Définition 8 : Soit (fn)nen une suite d’applications de X dans E. On appelle
série de fonctions f, et on note Y f,, la suite (S,) ou S, désigne application de X
dans E par S,(z) = Y p_, fr(z) et est appelé la n-iéme somme partielle de la série

> fn-

Définition 4 : Lorsque la suite de fonctions (S,,)nen converge simplement sur X,
on dit que la série de fonction >’ f,, converge simplement sur X. La fonction limite
S de (S,) s’appelle la fonction somme de Y f,,, et on note S = oo On a alors

n=0Jmn"
S(@) = 202 fal@).

Ezemple 5 : Considérons f, : x € RT — xe™™*. Pour x = 0, la convergence
est évidente et si z € R, alors f,,(x) = o(1/n?). On a donc convergence de la série,
et on peut méme calculer S(x). On trouve S(z) = —2= si x € R} et S(0) = 0.

—e—

1.2 Convergence uniforme

Définition 6 : On dit que la suite (f,) converge uniformément vers f sur X si

foralle > 0,AN €e NNVn € Nyn > N = (Vo € X, || fu(z) — f(2)]] < €). On dit que f

est la limite uniforme sur X de (f,), on note f, oy f.
n—-+oo

Remarque 7 : La convergence uniforme implique la convergence simple.

Proposition 8 : Soit (f,) une suite de fonctions de X dans E convergeant simple-
ment vers f. On note pour n € N, p,, = sup,cx ||fn(x) — f(x)||. Alors (f,) converge
uniformément vers f si et seulement si (i) tends vers zéro.

Exzemple 9 : Pour f, : x € [0,1] = 2™, on a p, = 1. On en déduit que la suite
de fonction (f,,) ne converge pas uniformément.

Théoreme ( Critére de Cauchy uniforme ) 10 : Soit (f,) une suite de fonc-
tions de X dans E. Pour que la suite (f,) converge uniformément, il faut que
Ve > 0,3N € Nyn,p > N = Vo € X,|fu(z) — fo(z)]] < e. Cette condition est
suffisante sir F est un banach.

Remarque 11 : Ceci nous permet de montrer que (f,) converge uniformément sans
savoir f.

Théoréme ( de Weierstrass ) 12 : Toute fonction continue de [a,b] dans R
avec a < b est limite uniforme d’une suite de polynomes (P,).

Théoréme 138 : Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel de dimension finie F,
et soit (f,,) une suite de fonctions continues de A dans E convergeant uniformément.
Alors leur limite f est continue sur A.

Remarque 14 : Ceci nous permet par exemple de conclure que (f,) ne converge
pas dans ’exemple 2.

Définition 15 : On dit que la série Y f,, converge uniformément sur X si la suite de
fonctions (S,) converge uniformément sur X.

Définition 16 : On dit que la série > f,, converge absolument sur X si, pour tout
x € X, la série réelle > || fn(x)| converge.

Proposition 17 : La convergence absolue entraine la convergence simple.

1.3 Convergence normale des séries de fonctions

Définition 18 : On dit que la série Y f,, converge normalement sur X si pour tout
n €N, |[fn]leo < 400 et la série > || frn]lco converge.

Proposition 19 : La série Y f, converge normalement si et seulement si I(«,) €
(RT)N tels que pour tout n € N, x € X, | fn(2)| < v, et la série Y v, converge.



Théoréme/Remarque 20 : La convergence normale entraine la convergence uni-
forme et absolue. Ceci est trés pratique car il est souvent plus facile de montrer qu’une
fonction converge normalement que uniformément, et donc il est plus facile de montrer
la convergence uniforme.

—nx

Ezemple 21 : La série Y ze converge normalement sur [a, +oo[ pour a > 0.

Théoréme 22 : Soit (f,) une suite de fonctions de X dans E. On suppose que
fn est continue sur X pour tout n € N et la série Y f,, converge uniformément sur X.
Alors la fonction somme S de Y f,, est continue sur X.

2 Convergence en théorie de la mesure

Soit (E, T, u) un espace mesuré.

Théoréme ( Convergence monotone ou Beppo Levi ) 23 : Soit (f,)n>0 une
suite croissante de fonctions positives mesurables. Alors f = lirf fn est mesurable
n—-+0oo

/ fdp=tim / fudp
X n—-+oo X

Théoréme ( Lemme de Fatou ) 24 : Soit (f,)n>0 une suite quelconque de
fonctions mesurables positives. Alors on a

/ lm fodu< lim [ fadp
X n——+oo n—+oo JX

Théoréme ( de convergence dominée ) 25 : Soit (f,)n>0 une suite de fonctions
complexes mesurables de (E, 7, u) dans (C, B(C)) telle que
i) Pour u-presque tout = € E, ll)rf fulx) = f(2).
n o0

et on a

i) il existe une fonction positive g, p-intégrable sur X et telle que |f,(x)] <

g9(x) p—pp.
Alors la fonction f ( définie p — p.p ) est p-intégrable et on a

lim / |fn— flde=0 et lim / fndp,Z/ fdu

n—-+oo X n—-+oo X X

Application 26 : Soit f : [0,1] — R strictement croissante telle que f(0) = 0 et
f(1) = 1. On a alors que Erf fol f)™dt = 0 grace au théoréme de convergence

dominée.

Remarque/Contre-exemple 27 : L’hypothése de domination est cruciale. Par ex-
nz si 0<z<1/n

emple avec (fy,)n>2 de [0, 1] dans R définie par f,, (z) =
0si2/n<z<l1

on a que (f,) est intégrable de limite simple intégrable, mais que Er}rl fol fa(t)dt #
1
Jo f(t)dt.

Théoréme 28 : Soit (f,)n>0 une suite de fonctions p-intégrables sur E telles que
la suite numérique Y70 [, | fnldp converge. Alors la série de fonctions Y750 f.(2)
converge absolument pour p-presque tout « € E. De plus, la fonction f ( définie p—p.p

) par f(z) = ::6 n(z) est p-intégrable sur E et on a

/E fdp = ijf; /E fudpt.

Remarque/contre-exemple 29 : 1l est important d’avoir que Z::i% fE | frldp con-

verge. Par exemple, si on considére pour n € N* et © € R, f,(2) = e "% — 27207
+ + +oo o+

alors on a que [ Y% fo(@)de #3020 [ fal@)da.

Exemple 30 : Spit a>0,et f:ax— Slerl(i‘_”l”) qui est intégrable sur [0, +ool.

Alors on a f0+oo %dw =3 T

Définition 81 : Pour p € [1,400], s0it (fy)n>1 une suite d’éléments de L? et f € LP.
On dit que la suite (f,) converge vers f dans LP si liar_l Il fr. — fllp = 0.
n——+0oo

Développement ( Théoréme de Riesz-Fisher ) 32 : Pour tout
p € [1,+00], LP(u) est un espace de Banach ( complet pour la norme
I.llp). De plus, tout suite qui converge dans L? admet une sous suite qui
converge U-p.p.

Dev 1

—n?r+2n s 1/n<x<2/n ,

3 Série entiére et série de Fourier
3.1 Série entiére
Définition 33 : On appelle série entiére complexe de variable complexe toute série

de fonctions Y f, ou f,, : z+— a,2z"™ de C dans C avec (a,,) une suite complexe. On la
note » anz".

Lemme ( Abel ) 34 : Soit zp € C. Supposons que la suite (a,z{) soit bornée.
Alors, pour tout nombre complexe z tel que 0 > |z| < |z, la série Y a,z™ converge
absolument.

Théoreme 35 : 1l existe un nombre R et un seul tel que :
1) si |z| < R, la série Y a,2™ converge absolument.
2) si |z| > R, la série Y a, 2™ diverge.



Remarque 36 : On peut avoir R = 0 et R = 4+00. Si R = 400, alors la série
> anz™ converge pour tout z de C.

Définition 37 : L’¢lément R = sup{r € R4, la suite (Ja,|r™) est bornée} s’appelle
le rayon de convergence de la série entiére Y a,z". Le disque ouvert {z € C,|z| < R}
est le disque de convergence de la série.

Remarque 38 : L'ensemble {z € C, |z| = R} est appelé le cercle d’incertitude. Si R
est fini, on ne peut prévoir le comportement de la série sur ce cercle. Par exemple, les
trois séries entiéres suivantes ont un rayon de convergence égale & 1 mais :

e La série Y 2™ diverge en tout point tel que |z| = 1.

e La série > 2" /n? converge en tout point tel que |z| = 1.

e La série ) 2" /n diverge en z = 1, mais converge mais pour tout autre point tel
que |z| = 1.

Proposition ( Régle de d’Alembert ) 39 : Soit > a,z" une série entiére, et
notons R son rayon de convergence. Si la suite de terme général |a2+1| converge vers
LeR,, alors R=1/L.

Ezemple 40 : On trouve que le rayon de converge de la série > 2™ /n! est R = +o0.

Remarque 41 : La régle de d’Alembert e fonctionne pas sur les séries entiéres
de la forme > a,2?", 3" a, 22" ou Y a,2™ . On peut s’en sortir en utilisant la régle
de d’Alembert pour les série numérique. Par exemple, pour trouver le rayon de conver-

2nz2n+1 2"||Zo|2"+1 Up - 2
gence de ) == e | = 20z0]%

Comme on veut 2|z|? < 1, on en déduit que R = 1//2.

pour zg € C*. Ona lim
n—-+oo

, Ol pose u, =

Théoréeme ( Formule de Hadamard ) 42 : Le rayon de convergence R d’une

série entiére > a,, 2" est donné par R = 1/L avec L = limsup |a,,|*/".
n—-+oo

Corollaire ( Régle de Cauchy ) 43 : Soit ) a,z" une série entiere. Si la suite
lan|"/™ converge vers L € Ry, alors R =1/L.

Exemple 44 : Pour la série entiére ) 72", on a R = 2.

Proposition 45 : La série entiére dérivée de > a,z™ est > .(n + 1)a,+12™ et & le
méme rayon de convergence que celle-ci.

Théoréme 46 : Une série entiére Y a,z" converge normalement sur toute partie
compacte incluse dans le disque de convergence.

Théoreme 47 : Soient Y a,z™ une série entiére, R son rayon de convergence, et
S sa somme. Alors la fonction S est continue sur le disque ouvert D(0, R).

3.2 Série de Fourier

Définition 48 : Soit f : R — C une application 2w-périodique et continue par
morceaux sur R. On appelle coefficients de Fourrier exponentielle et trigonométrique
de f les nombres complexes définis par Vn € Z, ¢, (f) = 1/27 fOQTr f(t)e~"dt¥n € N
an(f)=1/7 OQW f(t) cosntdt et VYn € N*, b, (f) = A/m 02Tr f(¢) sinntdt. 4

On appelle série de Fourrier associé a f la série trigonométrique ) _, c,(f)e™* ou
ao(f)/2+ >, en+ (an(f) cosne + by, (f) sinnx).

Remarque 49 : On va montrer aprés des cas de convergence.

Proposition 50 : En posant bo(f) =
Cn(f) + C—n(f) et bn(f) = i(cn(f) - C—n(f)

0, on a pour tout n € N que a,(f) =
).

Proposition 51 : Soit f une fonction continue et de classe C' par morceaux sur
[0,27]. Alors f’ est continue par morceaux et 2w-périodique, et on a pour tout

n € Z,cn(f") = ine,(f).

Remarque 52 : Si f est de classe C*~! sur [0, 27] et C¥ par morceaux sur ce segment,
on obtient par itération que pour tout n € Z, c,(f*) = (in)*c,(f).

Proposition 53 : Soit f : R — C 2rw-périodique et continue par morceaux sur
R. Alors :

Si f est paire, alors b, (f) = 0 et a,(f) = 2 [ f(t) cos ntdt.

si f est impaire, alors a,(f) = 0 et b, (f) = 2 [ f(t)sinntdt.
Théoréme ( Egalité de Parseval ) 54 : Soit f : R — C une fonction 27-
périodique et continue par morceaux.
Alors les séries Y |en (f)2. 2 an(f)1%, 30 1bn(f)]? convergent et on a

+00 +o0 +o0 2m
_lao(HP 1 1 _ !
; len(HI = =5+ 5 ; jan (H)* + 5 ; bn(H)I* = gfo F(0)Pdt

Théoréme ( Riemann-Lebesgue ) 55 : Soit f: I = [a,b] — C une fonction con-
tinue par morceaux et intégrable sur un intervalle I de R. Alors | |lim f; f(H)eitdt =
T|—+o00

0.

Théoréme ( Jordan-Dirichlet ) 56 : o Si f est 2m-périodique et de classe C!



par morceaux, alors pour tout x € R, la série de Fourrier de f converge en ce point x
vers w En particulier, si f est continue en x, la série de Fourrier de f en x
converge vers f(z).

e Si f: R — C est une fonction 2m-périodique, continue et C! par morceaux, alors la
série de Fourrier de f converge normalement vers f sur R.

Application 57 : Ceci nous permet de calculer par exemple les ((2k) pour k € N
avec (k) = 3270 1.

n=1n

2

Ezxemple/Application 58 : En étudiant les coefficients de Fourrier de f(z) = 1— %3
sur [, 7], on en déduit que ¢(2) = 72/6,((4) = 7*/90, 312 ity = 72/8.

Application 59 : Nous avons les resultats suivants pour les intégrales Dev 2
de Fresnel : fo sin(£2)dt = §./F et [;" cos(t?)dt = §./F. ev
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